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Zusammenfassung

Es wird ein Konzept zur Abbildung und Speicherung von ein-, zwei- und dreidimensionalen topolo-

gischen Beziehungen in Geo-Informationssystemen (GIS) vorgestellt, das auf dem Modell der Quasi-

Zellenzerlegung (q-Zellenzerlegung) basiert. Diese Zerlegung ist das Ergebnis einer Anpassung der

aus der algebraischen Topologie bekannten Zellenzerlegung an die Anforderungen in GIS. Das Modell

ber�ucksichtigt die wesentlichen topologischen Invarianten, so da� der Raum mit Hilfe der Beziehungen

zwischen den Elementen der q-Zellenzerlegung, den q-Zellen, hinreichend beschrieben ist. Die Zerle-

gung des Raumes in Verbindung mit der Abbildung der topologischen Relationen seiner Elemente

erm�oglicht die Analyse ebenso wie die Pr�ufung auf Konsistenz und Plausibilit�at dieser Beziehungen.

Dabei ist zu ber�ucksichtigen, da� die q-Zellenzerlegung im Unterraum IRp (p = 2; 3) durchgef�uhrt wird

und lediglich strukturelle Beziehungen der q-Zellen untereinander abgebildet werden. Damit kann

beispielsweise eine zielgerichtete Analyse der topologischen Relationen nur unter Hinzuziehung der

Semantik erfolgen. Die Gesamtzahl der Beziehungen bleibt dadurch verh�altnism�a�ig gering.

In diesem Modell k�onnen alle topologischen Relationen als Mengenbeziehungen betrachtet werden.

Damit lassen sich s�amtliche Operationen auf Mengenoperationen zur�uckf�uhren. Ber�ucksichtigt man

diese Eigenschaft bei der Implementierung und verwendet zur Abbildung der Beziehungen geeignete

Mengendatentypen, dann kann die Bearbeitung des q-Zellenkomplexes sehr einfach �uber Mengenope-

ratoren erfolgen.

1 Einleitung

In Ermangelung geeigneter Werkzeuge werden vor allem zwei- und dreidimensionale topologische Be-

ziehungen oft als beschreibende Attribute gef�uhrt oder bei Bedarf aus geometrischen Beziehungen

abgeleitet. So wird u.U. die Information �uber die Zugeh�origkeit einer Stadt zu einem bestimmten

Land als beschreibendes Attribut abgelegt oder im Bereich der Analyse wird die Frage nach einem

Biotop innerhalb einer Gemeinde �uber den Point-in-Polygon-Test gekl�art. Diese L�osungen sind teil-

weise nicht nur umst�andlich und zeitaufwendig, sondern sie unterlaufen auch das Konzept der klaren

Trennung zwischen semantischer, geometrischer und topologischer Datenmodellierung.

W�ahrend topologische Modelle, die auf graphentheoretischen Ans�atzen beruhen, schon sehr weit ent-

wickelt sind, besteht bei weitergehenden Modellen noch Forschungsbedarf. Dies betri�t in erster Linie

den IR2, da die meisten GIS derzeit noch in diesem Raum arbeiten. Denkt man an zuk�unftige Ent-

wicklungen, dann w�aren Implementierungen im IR3 durchaus w�unschenswert. Geht man noch weiter,

kommt zwangsl�au�g die Zeit als weitere Dimension ins Spiel. In den folgenden Abschnitten wird ein

Modell vorgestellt, mit Hilfe dessen viele der oben genannten Nachteile vermieden und Anforderungen

bzgl. topologischer Beziehungen demgegen�uber erst erm�oglicht werden.



2 Die q-Zellenzerlegung

Das Modell der q-Zellenzerlegung basiert auf einer Verallgemeinerung der aus der algebraischen To-

pologie bekannten Zellenzerlegung, die auf J.H. Whitehead zur�uckgeht ([Whitehead 1949]). Die

Gesamtheit aller Zellen wird dabei als CW-Zellenkomplex bezeichnet. W�ahrend dieses Modell aller-

dings von einer tats�achlichen Zerlegung des Raumes in einzelne Punkte ausgeht, wobei man beachten

mu�, da� diese Punkte auch n-dimensional sein k�onnen, ist dieser Ansatz f�ur GIS nicht geeignet.

Statt dessen wird bei der q-Zellenzerlegung der Raum nicht in einzelne Punkte aufgeteilt, sondern

es werden auch Eigenschaften der mengentheoretischen Topologie eingef�uhrt. Dies f�uhrt dazu, da�

das so entstandene Gebilde nicht mehr Zellenkomplex, sondern lediglich Quasi-Zellenkomplex oder

q-Zellenkomplex genannt werden kann.

Voraussetzung f�ur eine q-Zellenzerlegung ist ein separierter Raum (sogenannter Hausdor�raum) der

Form IRp � IDq, wobei IRp einen p-dimensionalen Raum bezeichnet und IDq das kartesische Produkt

der paarweise zueinander orthogonalen Mengen IDi ist, die die Semantik darstellen (analog zum Re-

lationenmodell). Die q-Zellenzerlegung, deren Elemente q-Zellen genannt werden, �ndet dabei im Un-

terraum IRp statt und mu� den folgenden Bedingungen gen�ugen (ein hochgestellter Index steht dabei

f�ur die Dimension einer q-Zelle, ein Punkt �uber der Zelle bezeichnet ihren Rand).

Q1: Eine Quasi- oder q-Zelle zp hat einen �au�eren Rand _zpa und f�ur p > 1 n (n = 1; 2; 3; : : : m)

innere R�ander _z
p
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Q4: Es sind nur endliche q-Zellenkomplexe zugelassen.

Aus obigen Forderungen kann man entnehmen, da� die q-Zellenzerlegung sowohl Eigenschaften der

mengentheoretischen als auch solche der algebraischen Topologie in sich vereinigt. Das Hausdor�krite-

rium mu� im Unterraum allerdings nicht erf�ullt sein. Dies ergibt sich �uber den Umkehrschlu� aus der

Voraussetzung, die diese Bedingung lediglich an den gesamten Raum IRp� IDq stellt. IRp ist dabei der-

jenige Raum, in dem ausschlie�lich die topologischen Beziehungen abgebildet werden. Der Anschauung

aus der algebraischen Topologie folgend wird er aus Punkten in allgemeiner Lage aufgespannt.

Im weiteren werden die verschiedenen Forderungen n�aher erl�autert. Am einfachsten ist dabei die

BedingungQ4 zu interpretieren, die lediglich dazu dient q-Zellenkomplexe mit unendlicher Ausdehnung

zu unterbinden. Sie wurde einzig wegen der sinngem�a� gleichen Forderung bei den Zellenkomplexen

�ubernommen. In Q2 wird f�ur jede Zelle eine endliche H�ulle gefordert. Dies entspricht ebenfalls den

Forderungen der CW-Zellenkomplexe, obwohl sie in wesentlichen Teilen abgeschw�acht wurden. Als

Konsequenz daraus ergibt sich die Tatsache, da� der Umring eines Gebietes nicht etwa in Form einer

Funktion wie z. B. x2 + y2 = r2 de�niert sein darf, sondern vielmehr mu� der Rand eines Gebietes im

IR2 durch eine endliche Menge von Kanten gegeben sein. Dar�uber hinaus darf ein Gebiet Gk weitere

Gebiete (siehe Q1) enthalten, die nicht zu Gk selbst geh�oren. Diese M�oglichkeit besteht bei den CW-

Zellenkomplexen nicht. Abbildung 1 gibt einige Beispiele f�ur das zuvor Ausgef�uhrte. Weitere Details

zur q-Zellenzerlegung k�onnen [R�osch 1998] entnommen werden.

Aus den Bedingungen Q1 � Q4 ergeben sich f�ur die am Zellenkomplex beteiligten Elemente klar de�-

nierte topologische Relationen. Die Anzahl dieser Beziehungen, ebenso wie deren Art k�onnen aufgrund

des Bildungsgesetzes der q-Zellen a priori f�ur beliebige R�aume angegeben werden. Dies bedeutet al-

lerdings nicht, da� sie damit auch zu interpretieren und zu analysieren sind. Derzeit ist dies im Raum

IRp nur f�ur p � 3 m�oglich.
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Abbildung 1: Beispiele f�ur eine unzul�assige (a) und zwei zul�assige (b,c) q-Zellenzerlegungen

W�ahrend bisher lediglich topologische Aspekte der Datenmodellierung behandelt wurden, folgen im

n�achsten Kapitel die semantischen, die erst die Eindeutigkeit der topologischen Beziehungen von fach-

lichen Objekten sicherstellen.

3 Der Einsatz der q-Zellenzerlegung in GIS

Betrachtet man das Objekt als das Aggregat seiner topologischen, semantischen und geometrischen

Eigenschaften (siehe dazu Abb. 2), dann stellt sich die Frage, wie das vorgestellte Modell in GIS

implementiert werden kann. Hierzu wurde eine Klassenbibliothek entwickelt, die die strukturellen

Beziehungen der am q-Zellenkomplex beteiligten Elemente, abbildet. F�ur die 1-Zelle und die 2-Zelle

im IR2 sind diese Beziehungen mit Hilfe der Object Modeling Technique in Abbildung 3 dargestellt.

sachdaten

objekt

topologie geometrie

Abbildung 2: Das Objekt als Aggregat seiner verschiedenen Eigenschaften

Wie aus der �Ubersicht ersichtlich ist, gestaltet sich die Beziehung der einzelnen Zelle zu den �ubrigen

als reine Mengenbeziehung und kann somit auch entsprechend implementiert werden. Moderne Pro-

grammiersprachen unterst�utzen dies durch entsprechende Datentypen. In C++ sind sie beispielsweise

in der Standard Template Library realisiert. Damit k�onnen diese Mengenbeziehungen sehr einfach in

Programmcode umgesetzt werden.

Besonderes Augenmerk mu� in diesem Zusammenhang auf die Beziehung q-Identit�at gelegt werden.

Diese Relation bringt die Mehrdeutigkeit der Zugeh�origkeit des Elements zu einem bzw. mehreren

Objekten zum Ausdruck. Der Grund daf�ur liegt in der Tatsache, da� die q-Zellenzerlegung in einem

Unterraum durchgef�uhrt wird und von daher die H�au�gkeit der Zuordnung des Elements zu Objekten

nicht bekannt ist. Beispielsweise kann eine q-Zelle einmal die Bedeutung Grenzpunkt und gleichzeitig

auch Geb�audeeckpunkt haben. Dies bereitet allerdings keine gr�o�eren Probleme, da �uber die Semantik

jederzeit Eindeutigkeit hergestellt werden kann. Weiterhin kann man davon ausgehen, da� jede topolo-

gische Analyse vom fachlichen Objekt ausgeht, wodurch die Semantik bereits vorgegeben ist. So st�utzt

sich beispielsweise die Frage nach Flurst�ucken innerhalb eines Wasserschutzgebiets ausschlie�lich auf

die Semantik, obwohl die Analyse selbst topologischer Natur ist. Die Beziehung q-Identit�at stellt somit
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Abbildung 3: Die 2- und die 1-Zelle im IR2

die Verbindung zwischen Topologie und Semantik her. Genau genommen ist diese Relation somit nicht

rein topologischer Art.

Im Rahmen der topologischen Modellbildung erh�alt das Objekt die Eigenschaften einer bestimmten

q-Zelle. Die Dimension ergibt sich dabei aus dem Kontext. So kann beispielsweise eine Stadt in einer

bestimmten Anwendung als Verkehrknoten und somit als 0-Zelle modelliert sein, w�ahrend die gleiche

Stadt bei der Darstellung seiner Stadtteile als 2-Zelle repr�asentiert wird. Es ist auch denkbar, da�

sich ein Objekt in verschiedenen Kontexten topologisch unterschiedlich verh�alt, d. h. es vereinigt das

topologische Verhalten von unterschiedlichen q-Zellen in sich.

4 Die Vorteile einer objektbezogenen Topologie

Aus der strengen, objektbezogenen Modellierung ergeben sich im wesentlichen drei Vorteile. Es besteht

zum einen die M�oglichkeit den Datenbestand auf Vollst�andigkeit zu pr�ufen zum anderen k�onnen die

Daten auf Plausibilit�at bzw. Konsistenz getestet werden und schlie�lich kann der Datenbestand auch

noch topologisch analysiert werden.
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Abbildung 4: Ein unvollst�andiger Datenbestand

Einige Beispiele sollen das oben Gesagte kurz erl�autern. Zun�achst wird auf die Pr�ufung der Vollst�andig-

keit n�aher eingegangen. Dies l�a�t sich am einfachsten an einem Beispiel verdeutlichen. Abbildung 4

zeigt zwei nicht n�aher spezi�zierte Stromkabel, die zun�achst nicht miteinander verbunden sind (dies

wird durch die L�ucke zum Ausdruck gebracht). Als galvanisch verkn�upft k�onnen sie erst gelten, wenn

die beiden Kabelenden beispielsweise durch eine Verbindungsmu�e verbunden sind. Sollte also in ei-

nem Stromnetzwerk �uberpr�uft werden, ob alle Kabel miteinander verkn�upft sind, dann kann dies



neben anderen Kriterien beispielsweise auch bedeuten, da� je zwei Kabelenden mit einer Mu�e verse-

hen sein m�ussen. Dies w�are in Abb. 4 nicht gegeben. Ganz abgesehen davon m�u�ten hinsichtlich der

Spannungsebene usw. noch weitere Kriterien erf�ullt sein, die allerdings mehr im semantischen Bereich

angesiedelt sind und somit in diesem Zusammenhang keine Rolle spielen.

1/2

1/1

Abbildung 5: Zwei sich �uberlappende Flurst�ucke

Als n�achstes gilt es die Pr�ufung auf Konsistenz bzw. Plausibilit�at n�aher zu beleuchten. In diesem Zu-

sammenhang geht es vor allem darum zu untersuchen, ob der Datenbestand, so wie man ihn vor�ndet

�uberhaupt denkbar ist, d. h. bestimmten vorde�nierten Kriterien nicht widerspricht. Abbildung 5 gibt

dazu ein anschauliches Beispiel. Flurst�ucke bilden per De�nition eine sogenannte ebene Pasterung

und k�onnen sich folglich aufgrund dessen nicht �uberlappen. Die dargestellte Situation entspricht somit

nicht den Voraussetzungen und m�u�te von daher bereinigt werden. Der Widerspruch liegt dabei nicht

etwa in der Topologie an sich, sondern er entsteht erst durch die Hinzuziehung der Semantik.

Zuletzt bleibt noch die Analyse zu erl�autern. Sie kann als die Erg�anzung der beiden zuvor genannten

Vorteile betrachtet werden. Nachdem der Datenbestand vollst�andig ist (soweit dies mit den aufgef�uhr-

ten Mitteln festzustellen ist) und auch auf Plausibilit�at getestet wurde, kann er analysiert werden.

Abbildung 6 gibt dazu ein Beispiel aus dem Bereich der Stromversorgung, wo es oftmals um Span-

nungsverfolgung geht. Auf diese Art kann festgestellt werden, welche Betriebsmittel galvanisch mit-

einander verbunden sind.

Abbildung 6: Drei Kabel und zwei Schalter als Teil eines Stromnetzes

5 Anwendungsbeispiel

In diesem Abschnitt soll das Modell an einem kleinen Beispiel n�aher erl�autert werden. Ausgangspunkt

sei dabei die q-Zellenzerlegung, wie sie in Abbildung 7 dargestellt ist. Man beachte, da� damit noch

keine Semantik vorgegeben ist.

Im n�achsten Schritt wird zur reinen q-Zellenzerlegung noch die Semantik hinzugezogen. Dabei sollen

die 0-Zellen Si St�adte darstellen, bei den 1-Zellen Gj handele es sich um Landesgrenzen, die mit Fk

bezeichneten Zellen stellen Fahrbahnen dar und die 2-Zelle L sei damit ein von Gj berandetes Land. Die

�ubrigen 0-Zellen Pl sind damit folgerichtig als Grenzpunkte zu interpretieren. Auf die Verfeinerung der

Semantik kann im weiteren verzichtet werden, da sie f�ur das Beispiel ohne Konsequenz bleibt. Ebenso
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Abbildung 7: Beispiel f�ur eine q-Zellenzerlegung

wird auf die exakte Darstellung der Geometrie verzichtet, da diese gleichfalls von untergeordneter

Bedeutung ist. Denn es ist f�ur das topologische Modell v�ollig uninteressant, wie der tats�achliche

geometrische Verlauf der Stra�en zwischen den St�adten ist.

Nimmt man das in Abschnitt 3 vorgestellte Modell zur Hand, dann k�onnen die topologischen Relatio-

nen wie folgt abgebildet werden. Zun�achst die St�adte Si:

S1 =

8>>>>><
>>>>>:

q-identisch f;g

anfang von fF1g

ende von fF2g

innerhalb fLg

rand von f;g

S2 =

8>>>>><
>>>>>:

q-identisch f;g

anfang von fF2; F3g

ende von fF1g

innerhalb fLg

rand von f;g

S3 =

8>>>>><
>>>>>:

q-identisch f;g

anfang von f;g

ende von fF3g

innerhalb fLg

rand von f;g

Es folgen die Fahrbahnen (Anzahl und Art der Beziehungen wie in Abb. 3):

F1 =

8>>>>>>><
>>>>>>>:

q-identisch f;g

beginnt fS1g

endet fS2g

enth�alt f;g

innerhalb fLg

rand von f;g

F2 =

8>>>>>>><
>>>>>>>:

q-identisch f;g

beginnt fS2g

endet fS1g

enth�alt f;g

innerhalb fLg

rand von f;g

F3 =

8>>>>>>><
>>>>>>>:

q-identisch f;g

beginnt fS2g

endet fS3g

enth�alt f;g

innerhalb fLg

rand von f;g

Zuletzt noch die 2-Zelle, die als Land interpretiert wird (Anzahl und Art der Beziehungen ebenfalls

wie in Abb.3):

L =

8>>><
>>>:

q-identisch f;g

enth�alt fS1; S2; S3g

enth�alt fF1; F2; F3g

hat rand fG1; G2; G3; G4g

S1 S2 S3

F1 1 -1 0

F2 -1 1 0

F3 0 1 -1

Tabelle 1: Die Inzidenzmatrix der Fi und Sj zu Abbildung 7



Die Aufstellung macht deutlich, da� beispielsweise die Herleitung der Inzidenzmatrix f�ur die St�adte

Sj und die Fahrbahnen Fi ohne Probleme m�oglich ist, da sie sofort aus der Datenstruktur abgelesen

werden kann. Damit k�onnen auch alle g�angigen Algorithmen, wie z. B. k�urzeste Wege zwischen zwei

St�adten, angewendet werden. Sollten dabei die Kanten auch gewichtet werden, so ist dies nach der

Logik dieses Modells eine semantische Information, die auch auf dieser Ebene gef�uhrt werden mu�.

Der Vollst�andigkeit halber sollte noch erg�anzt werden, da� auf die Darstellung der topologischen Be-

ziehungen der �ubrigen Objekte (z. B. der Grenzen Gi) verzichtet wird, da sie in diesem Zusammenhang

keine weiteren Einsichten bringen.

Dar�uber hinaus k�onnen aber auch weitere Analysen durchgef�uhrt werden. So kann beispielsweise

die Frage, welche St�adte liegen in L ebenso direkt aus der Struktur abgelesen werden wie die dazu

inverse Beziehung 'in welchem Land liegt die Stadt Sj'. Es kann nat�urlich prinzipiell auch gekl�art

werden, welche weitere L�ander an L grenzen, obwohl diese Analyse in diesem einfachen Beispiel nicht

vorgesehen ist.

6 Abschlie�ende Bemerkungen

Dieser Beitrag befa�t sich mit einem Modell zur Abbildung topologischer Beziehungen in GIS, das auf

dem Ansatz der q-Zellenzerlegung beruht. Die Anwendung in der Praxis wurde am Beispiel eines Ver-

kehrsnetzes aufgezeigt. Dabei wurde nicht auf die Erzeugung des q-Zellenkomplexes eingegangen, die

sich algorithmisch durchaus anspruchsvoll gestalten kann, sondern es wurden lediglich die strukturellen

Beziehungen der beteiligten q-Zellen untereinander ber�ucksichtigt.

Eine erste prototypische Implementierungen hat die Leistungsf�ahigkeit dieses Modells bereits unter

Beweis gestellt. Ein Programm f�ur den graphentheoretischen Ansatz konnte erfolgreich getestet wer-

den. Die Erweiterung auf den IR2 wurde ebenfalls realisiert, hier wurde allerdings bisher lediglich die

ebene Pasterung, wie sie beispielsweise bei Flurst�ucken gegeben ist, ber�ucksichtigt. Demgegen�uber

sind die Analysem�oglichkeiten im IR2 wesentlich weitreichender umgesetzt.

Die ersten Erfahrungen, die mit dem Prototypen bisher gewonnen werden konnten waren sehr zu-

friedenstellend. Die Vermutung, da� die Hauptschwierigkeit in der Zerlegung selbst liegt hat sich

im wesentlichen best�atigt. Hier gilt es noch leistungsf�ahige Algorithmen zu entwickeln, damit die

Zerlegung selbst m�oglichst schnell durchgef�uhrt werden kann. Liegt ein Datenbestand bereits als q-

Zellenzerlegung vor, dann ist der Aufwand bei der Fortf�uhrung ungleich geringer.
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